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1.- Introduccion

Uno de los problemas mas clasicos de la teoria de redes mas presentes en la literatura de la
programacion matematica en los ultimos 40 afios es ¢l conocido como problema del Vendedor
Ambulante o T.S.P. (Traveling Salesman Problem). Su formulacién es la siguiente: Un individuo
tiene que visitar n-1 ciudades partiendo de una ciudad inicial (ciudad 1), y volviendo a ella después

de visitar las otras n-1 ciudades, de forma que la ruta elegida sea la mas corta (0 menos costosa).
rd
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En este problema v, sobretodo, ¢n ¢l de la generatizacion que constituye los problemas de Rutas
de Vehiculos o V.R.P. (Vehicle Routing Problem) es donde mas ‘exito’ han tenido la aplicacion de
técnicas algoritmicas al desarrollo de sistemas eficientes en ¢l mundo de la industria, comercio,

defensa... Su importancia esta por tanto fuera de toda duda.

Los problemas de Rutas de Vehiculos, dada su parecido planteamiento al del T.S.P. han
adoptado las técnicas de solucion de este, es mas: la absoluta mayoria de las técnicas de solucion
de los problemas de rutas son basicamente algoritmos del T.S.P. pero con la incorporacion de
algin paso previo o posterior. Resulta por tanto imprescindible para quien quiera estudiar los

problemas de rutas, un conocimiento profundo de los algoritmos del T.S.P..

En cuanto a estos, si nos fijamos en ¢l planteamiento del problema, el problema tiene (n-1)!
soluciones factibles, si el n° de ciudades es grande (20 o mas) se requererian afios emnumerando y
comparando todas las soluciones. De hecho todas los algoritmos de solucion exactos de este

problema requieren un tiempo de computacion exponencial en el n® de ciudades n,

Por tanto, dada la dificultad computacional que requiere este problema tenemos dos tipos de

algoritmos posibles:

1.- Algoritmos exactos, de tipo Branch & Bound la mayoria, que reducen mucho la
emnumeracion de todas las soluciones posibles, asegurando la obtencién de la solucion optima. Sin
embargo, el tiempo de computacion al ser funcién exponencial del n° de ciudades, hace

‘prohibitivo’ su uso para un n° grande de ciudades.

2.- Algoritmos heuristicos o de aproximacion, que no ascguran la obtencién de la solucién
optima, sino de una solucién subdptima relativamente proxima a la 6ptima, en un tiempo de

computacion menor (crecimiento polinomial en funcién del n® de ciudades).
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En esta segunda direccion estan trabajando la mayoria de las empresas que en la actualidad
desarrollan sistemas para la obtencion de rutas optimas para sus clientes. La razon es clara: los
usuarios quieren programas que lean los datos y las caracteristicas de los problemas ¢
inmediatamente obtengan la solucién; los usuarios no quieren que ante algin cambio imprevisto en
los parametros (cambio de costes, aparicion de un nuevo punto de carga o descarga..) el programa

no les haga perder tiempo en la obtencion de la solucion adecuada.

Otra razon es que, en general, los algoritmds heuristicos son, conceptualmente, mas faciles de
asimilar y por tanto es mas facil adaptarlos ante cambios que se produzcan en la estructura del

problema a tratar.

En los dltimos doce afios, los investigadores operativos interesados en los problemas de rutas y
programacion de vehiculos, han hecho énfasis en ef desarrollo de algoritmos para problemas de la
vida real. Sin embargo, el tamafio de estos problemas ha crecido enormemente, y muchas de las

restricciones que surgian en la practica no han sido consideradas.

Muchos de los algoritmos existentes han sido disefiados para resotver problemas de Rutas puros
en el sentido en que solo se consideraban aspectos espaciales. Ellos no son capaces de captar o
recoger todo el conjunto de rstricciones que ocurren en la préctica. Una de estas restricciones es la
llegada del vehiculo, o vendedor, a la localizacion de cada cliente en una especifica ventana de
tiempo, es decir, intervalo de tiempo en el cual este debe ser servido. La incorporacion de estos
problemas da lugar a Problemas Mixtos de Programacion y Rutas, y demanda algoritmos en los

que ademas se tengan en cuenta aspectos temporales.

El TSP con ventanas de tiempo se puede definir de la forma siguiente: un individuo debe visitar
n localizaciones, partiendo de una localizacién inicial, (localizacién 1), y volviendo a ella después
.de recorrer las n-1 restantes, de forma que el tiempo del recorrido sea minimo; (¢l coste total se
supone linealmente proporcional al tiempo empleado). El tiempo de visita a cada localizacion i,

i=1,..n, no debe superar un tiempo maximo L, y debe ser mayor que un tiempo e; (en caso de
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producirse antes se debe esperar). El tiempo de salida es ¢l comienzo de la ventana de tiempo en la

localizacion 1 ¢,. La matriz de distancias de tiempo se define como (t,).

En la linea sefialada anteriormente se inserta la comunicacion aqui presentada, en la que s¢
pretende la adaptacion de algoritmos cxistenies para ¢l TSP al TSP con ventanas de tiempo,
TSPTW. Concretamente, s¢ propondran adaptaciones a algoritmos de Little, de tipo Branch &

Bound, y el algoritmo de Christofides basado en Programacion Dinamica.

2.- ADAPTACION DEL ALGORITMO DE LITTLE

~ 2.1- Descripcion del Algoritmo de Little

En el trabajo titulado An Algorithm for the Traveling Salesman Problem Little y otros
describieron la siguiente técnica Branch & Bound para ¢l TSP, que durante afios ha sido el
algoritmo exacio més utilizado y que mas veces se ha adaptado para la resolucion de otros

problemas de rutas mas complejos como el VRP.

Como todos los métodos Branch & Bound esta basado en un arbol de bisqueda donde en cada
paso todas las posibles soluciones del problema en ese momento, son particionadas en dos o mas
subconjuntos, cada subconjunto va a representar un vértice en este arbol de decision. En este caso,
en cada paso la particion va a dar lugar a dos subconjuntos: uno con las soluciones conteniendo un

arco especifico (i,j) y otro no.

Esta ramificacion (particionamiento o divisién), la eleccién del arco (ij) concretamente, se
realiza de acuerdo con algin determinado criterio que tienda a reducir la cantidad de tiempo de
busqueda que conduzcea a la solucion 6ptima. Después de ramificar se calculan cotas inferiores del
coste total para cada uno de los subconjuntos obtenidos. El siguiente espacio de soluciones que va

a ser explorado sera el correspondiente al menor de las cotas inferiores obtenidas.
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Este proceso continua hasta obtener un ciclo hamiltoniano, que me determian una solucion del
TSP. De esta forma, de los subconjuntos de soluciones que me quedan por explorar en las otras
ramas del arbol de busqueda, solo necesitan ser exploradas aquellos cuya correspondiente cota
inferior sea menor que el coste de la mejor solucion que haya obtenido hasta ese momento. De
esta forma, con este proceso de ramificacion v acotacion, se consigue ahorrar una gran cantidad

de exploraciones improductivas.

El método basico para clegir el arco (i,j), a partir del cual se divide ¢l conjunto de soluciones, v

obtener las cotas inferiores en cada uno de estos subconjuntos, se basa en un proceso de reduccion

de la matriz de costes (o distancias). Para analizar este proceso de reduccién hay que tener en

cuente el siguiente teorema:

Sea n el namero de nodos a visitar (incluyendo el inicial 1), y sea C=(c,), donde c; es el coste
de viajar entre cada par de ciudades (i j); sea x=(x;) cualquier solucion factible al TSP, entonces

sea
p. = “‘inj:l»...rz ;C x‘ v q, = minz:l...ﬁ {UU a2 :’
para i,j =1,...,n; se define
cL=ey-pi~q, paraij=l..m
s¢ tiene que ¢, = 0,y ade@és
o= 2;‘11 Ejn:l CpXy = S:«:l (?_,/,X,J + 27:1}71 4 37_1 q, = :znzl pit Ejn~l 95
Por tanto, para el conjunto de soluciones tactibles x del TSP,

P ~n . L o o ’
minimizar £, £7., c,x,;, equivale a minimizar L, X7, ¢)x,;

afiadiendo al valor obtenido en la segunda expresion la cantidad .-, p, + I%14q;; siendo ademas

esta cantidad cota inferior del problema para la matriz original C=(c,).



Desarrollo de algoritmos para el TSP con ventanas de tiempo 707

En cada vértice del arbol de decision, el proceso de reduccion consiste en restar a cada fila de la

matriz C su menor ¢lemento p;. vy posteriormente, a la matriz (¢;p,) restarle a cada columna su

menor elemento q, , para obtener C'. Inicialmente se toma el coste total 0. La cantidad
Zap+Zn g, e va a aftadir al coste total acumulado. Se elige para la ramificacion, el arco (i,j)

que menos aumente el coste total, por tanto se elige un arco correspondiente a un 0 ¢n la matriz

C’, ya que se tiene la garantia de tener al menos un 0 por fila y columna. Una vez que se elige ¢l

arco (i,j), s¢ particiona o ramifica el conjunto de soluciones que se ticnen en ese momento, las que

incluyen el arco (i,j), rama izquierda, v las que no, rama derecha.

En la rama izquierda, s¢ deben tener en cuenta los siguientes puntos:

+ Si se ha elegido el arco (i,j) para ese conjunto de-soluciones, se ha de asegurar que no se
incluya en posteriores pasos arcos que salgan de i y lleguen a j; por tanto se elimina en la
matriz C' la fila iy la columna j.

* Al elegirse el arco (i,j), se ha de ascgufar que en pasos posteniores no se eliga el arco (j,i);
para ello se redefine ¢'; = .

+ Se ha de prevenir, una vez elegido el arco (i), la eleccion de arcos en pasos posteriores
que puedan formar subciclos o subrutas con los arcos va seleccionados en esa direccion del
arbol de bisqueda. Para ello si i ¢s ¢l nodo términal de un camino de la forma (u, ,u, ,...,i),

formado con los arcos seleccionados, y j es el nodo inicial de otro camino (j,v, ,...,vvm ), con
esos mismos arcos, se ha de impedir la entrada del arco (v, ,u, ), haciendo « el
correspondiente elemento de C'. (Ver figuras). -

1Y w 3 93 1333 9 ) (1Y w 0 75 2 3 6 )
2f|4oo77422116| ‘2]'0 58 30 17 12
34 45 17 = 36 16 28 | 31 201 w 12 0 12
|

4!%399080»:»16281 > | 4] 32 83 58 © 49 0
S 11 3990 80 « 56 7 | L5L321480w0
6,/ 3 8 18 46 92 « 6, 0 8 0 35 89

Proceso de Reduccion de 1a Matriz. Cota Inferior =81
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Todas las Cota Inferior = 81

Soluciones

: Cota Inferior
Cota [nferior Soluciones

Soluciones

. =129
sin (6,3)

con (6.3)

1Y o 027 2 3

Gvaeawe) (1]
ENNEE RN Ezgi°91112012i
300201 12 0 « | IR !
| | ’ L4 35 w 49 0 |
4] 328 = 48 0 | 15”321(?: o |

b - i A on 1
L5321 0 « 0 IR |
-7 - 0 . Lelo 85 w358 «

1 2 4 56 . 1 2 3 4 5 6
Ramificacion de la soluciones correspondientes a la seleccion del arco (6,3)
Soluciones Cota Inferior = 81
con {6,3) '

Cota ; Cota Inferior -
Cota Inferior Safuciones con Solciones con
= §] (6,3) 7 cor (4,6 (6.3)ysinf4f) | =129
. . ’/ \I/ e 3 \
1 % 0 2 30 gL e 023006
2 ] | 21l 0 w 30 17 12
P2 0 o 30 17 | |
i3'[29110§ 131291 120 o |
3-5»"\321600}% 14!051("17““;
N Ls5/U321 0 » 0)
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Continua el proceso de Reduccion, Acotamiento y Ramificacion

Todas las
Soluciones

Cota Interior = 81{ ggojuciones

sin (6.3)

Soluciones
con [6,3)

C.Intecior = 129

C.Inkeiioi = 81

Soluciones
sm (4,6)

Soluciones co
(4.8)

C.Intevior = 81

Soluciones
con [2.1)

Soluciomes
con [2,1)

© C.Interior = 101

C.Interior = 84

Soluciomes
sin [1.4)

Soluciones
con (1.4)

C.Inkerior = 84 C.Interior = 112
Solucion (1,4,6,3.2.1), Coste = 104
Esquema del Arbdl de Busqueda Branch & Bound

En la rama derecha, para'impedir la posible eleccion del arco (i,j) en ese paso y posteriores, se

hace ¢y = 0.

Una vez realizadas las transformaciones de C' en cada una de las ramas, se redefine C = C', y

se repite el proceso de reduccion y ramiticacion en cada una de las ramas.

La cota inferior del vértice asignado a la rama izquierda va a coincidir con el coste acumulado
hasta ese momento, es decir, coste acumulado en pasos anteriores mas la cantidad T, p, + )1 ¢,
del proceso de reduccién. Para la cota inferior del vértice de la rama derecha Syslo, Deo y

Kowalik [] proponen elegir el arco correspondiente al 0 de la matriz C' que més penalize esta
rama, es decir, que asegure una mayor cota superior a esta‘rama. Para ello, para cada (i,j) con
¢';=0, se determina la suma del menor elemento de 1a fila i y de la columna j, exceptuando a ¢';en

ambos casos, v se elige el arco (i,j) a ramificar correspdndiente a la mayor de estas cantidades, ya
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que en la rama derecha al tomar c; el valor de «, se asegura que en el proceso de reduccion, el
coste aumente al menos en ¢sa cantidad. Por tanto la cota inferior que pueda asegurar a la rama

derecha es la cota inferior de 1a izquierda mas esa cantidad.

Inicialmente se analizara o explorard 1a rama izquierda. El cada paso de este tipo se reducira en
uno la dimensién de la matriz C; se repite el proceso hasta que obtenga una solucién. A partir de
¢se momento se analizar las ramas que no hayan sido analizadas en pasos anteriores siempre que
su cota inferior no sea mayor que el coste de la mejor solucion obtenida hasta ese momento. (Ver

graficos).

2.2.- Intreduccion de Adaptaciones a las Ventanas de Tiempo

Los pasos que se introducen al algoritmo descrito anteriormente son los siguientes:

1.- Redefinir la matriz de distancias original de la forma siguiente: Para cada par de puntos de
visita (i,j) se chequea su factibilidad respecto las ventanas de tiempo; es decir, se examina si:

gl

en caso de no ser asi en la matriz de distancias de tiempo original se redifine t; = «, ya que (i,j)
seria un arco infactible.

2.- El proceso de obtencion ramificacion se realiza igual que en el algoritmo original. Una vez
obtenida cada ruta, se comprueba la factibilidad de cada ruta v se halla el tiempo total de su
recorrido considerando las ventz;mas de tiempo. Para ello vale calcular los tiempos de espera que
se producen, y sumatlos al tiempo total obtenido inicialmente. Es decir sea laruta 1 =i, i,,...,

i, 1,,, = 1, se considera ¢l siguiente proceso recursivo

Paso 1.: Tiempo Total = ¢, k = 1;
Paso 2.: Tiempo Total = Tiempo Total + ¢, ,,
Paso 3.: si Tiempo Total < ¢, entonces Tiempo Total = ¢,, ,,
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si Tiempo Total - 1, entonces Tiempo Total = oo;
Paso 4.:sik < n hacer k = k+1 e ir al paso 2;

en caso contrario ir al paso 5.

Paso 5.: Fin.

3.- MODIFICACION DEL ALGORITMO DE CHRISTOFIDES

3.1.- Descripcion del Proceso Recursivo de Programacion Dindmica de Christofides

Sea X = {l,.,n} y X' = X-{1}, el TSPTW puede ser considerado como ¢l problema de
encontrar el camino mas corto desde el origen 1, visitando todos los vértices del conjunto X', hasta
regresar al origen 1 y respetando las ventanas de tiempo en cada vértice. Christofides, Mingozz &

Toth, [], proponen el siguiente algoritmo de Programacion Dinamica. Los estados son de la forma
(8,), con S < X, yjeS, y d(S,)) indica la mas corta duracion a través de una ruta factible que
comienza en 1, visita todos los vértices de S y finaliza en j. El valor de la solucion 6ptima d(X, 1)

viene determinada por la siguientes ecuaciones de recurrencia:

d({i},))= e+, como condiciones iniciales;
d(S) = mines ) {AS-G1DH), praSc Xyje S;

se redefine d(S,j) = ¢; si d(3,j) <e¢, ¥ d(8,j) = oo si d(S,3) > 1.

3.2.- Mejoras en la Aplicacion del Proceso Recursivo

La anterior formulacion del problema por programacién dinamica es conceptualmente muy
sencilla y la programacion de este algoritmo recursivo con un compilador de un lenguaje de alto
nivel (sobre todo si usa memoria dindmica como TURBO PASCAL o C) no resulta en absoluto
dificultosa. Sin embargo el tiempo de calculo empleédo es muy alto, ya que ¢l niimero de veces
que se utiliza dicha formula recursiva es de n!, lo que hace que sea poco efectivo excepto para

problemas con muy pocas localizaciones.
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En estos casos, la mayoria de los autores aconsejan replantear el problema anterior como el de
hallar el camino minimo en la red definida por el conjunto de estados de la forma (S,j), con S © X

\
vj € 8, desde el origen (C 1) hasta el final (X, 1 /' , considerando como arcos v distancias de

- estos arcos en la red las definidas por la recursion anterior. (Ver dibujo para n = 4),

(f21.2 {42,312
{42,343 ({2.3.4}.2
(12.4}.2 {2.3,4},3 {1 2,3, 4} 1)
{0,1 “3.}'3 [{2.4}.4 (
(1454 (13.413 ({2.3.4}, 4)
(13.41.¢

Para un nimero n de localizaciones iniciales, el niimero de vértices de esta red de estados viene
/ N
) n-1 | /
dado por ZH/\L [+2={n- 1)2242,
ko /

Por otra parte algoritmos para ¢l problema del camino minimo en una red, como el de Floyd y
el de Djikstra utilizan un tiempo de calculo polinomial en el nimero de elementos de la red.
. Concretamente a continuacion, se describird una adaptacion del algoritmo de Djikstra o del

etiquetado para esta red, en el que el nimero de calculos requeridos es de e(nZ-zn) .

N
Considérese los vértices de la forma (S,j), VS ¢ X’,j < S, ademas de los vértices (QJ, l)inicial
v (X, 1) final. Se define u(S,j) como la distancia mininma del vértice inicial al (S,j) en cada
momento, y G(S, J Jcomo ¢l vértice inmediatamente anterior en ese camino. Sea ademds, T el

nomero de elementos que quedan por seleccionar, el algoritmo para hallar la minima distancia

entre ¢l vértice inicial y final consta de los siguientes pasos:

Paso 1.:
Definir u({J}J) =e, si t“ e,

J
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o, sit;> lj,‘
t,,  encaso contrario;
w1 =0, vy
u(S,j) =co;  para el resto de los vértices.

Definir inicialmente T como el conjunto de todos los vértices menos el inicial.
14 A \ .
N,
y6e(s) (@,1)

Paso 2.
Buscar (S,k) € T/ u(S,k) =*min(3, oSy,
Poner T =T - {(S.k)};
Si (8,k) = (X,1) entonces parar; si no ir al paso 3.
Paso 3.:

Hacer u($ “/{j}.j) = min{u($ U {jLi), wS.K)+t3;
y redefinir u(S W {j},j) = ¢; si d(S “{j},j) < &, ¥ d(S ijhj) = o si d(5,j) > 1
VieX ~-SsiX-S#J yparaj=1siX'=§;

Siw(S U {j},j) dismunuye entonces hacer 0 (S L {j},j) = (S.k).

El tiempo del camino minimo viene dado por u(X,1). Para hallar €l camino minimo en esta red,
que en este caso me da el recorrido dptimo para el TSPTW, se utiliza el vector @, ya que O(S, j)
indica que Vvértice es ¢l predecesor de (S,j) en este camino minimo. De esta forma se obtiene la

sucesion de vértices
3 .
(X, 1) - (X’, r) - (X’— {r},s) R (S,k) > ({j},j) - (@, 1).
La sucesion de las segundas componentes de estos vértices, de forma inversa, me define la

solucién del TSPTW, y ¢l valor de u(S,k) me indica el tiempo en ¢l que cada una de estas

localizaciones k son visitadas.
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